MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNICH SKOLACH

kategorie A, B, Ca P
65. ROCNIK, 2015/2016
http://math.muni.cz/mo

Studenti stfednich skol,
zveme vas k Gcasti v matematické olympiadé, jejiz soutézni kategorie
A, B, C a P potfddame pravé pro vas.
Kategorie A je uréena zékim maturitnich a pfedmaturitnich ro¢niku,
kategorie B zaktim, kterym do maturity zbyva vice nez 2 roky,
kategorie C zakum, kterym do maturity zbyva vice nez 3 roky,
kategorie P je zaméfena na programovani a je urcena zakiam vsech ro¢niki.
Podrobnéjsi rozdéleni uvadi néasledujici tabulka:

Predpokladany skolni rok
ukonceni studia maturitou | kategorie MO

2015/2016 A
2016/2017 A
2017/2018 B
2018/2019 C

ZAci nizsich roénikt viceletjch gymnézii soutézi v MO spoleéné s zaky
zékladnich skol v kategoriich 76 az Z9. Jim je vénovan zvlastni letak.

Prubéh soutéze v kategoriich A, B, C: V kategorii A probiha soutéz ve
tfech kolech (8kolnim, krajském a ustfednim), v kategoriich B a C probiha
ve dvou kolech (8kolnim a krajském).

Skolni kolo méa dvé ¢asti — domaci a klauzurni. V domaci €asti na
vas Cekd Sest tloh, které najdete v tomto letdku. Jejich fesSeni (ne nutné
v8ech) odevzdejte svému uciteli matematiky do 1. prosince 2015 (katego-
rie A) a do 12. ledna 2016 (kategorie B, C). Ten je opravi, ohodnoti podle
stupnice 1 — vgborné, 2 — dobre, 3 — nevyhovuje. Pak je s vami rozebere,
vysvétli vam pripadné nedostatky a seznami vas se spravnym feSenim,
které také najdete na nasich internetovych strankach. Jestlize budou vase
feSeni alespon ¢tyf tloh ohodnocena jako vyborna nebo dobra, budete
pozvani do klauzurni ¢asti Skolniho kola. Tam budete ve stanoveném case
samostatné Tesit dalsi tfi tlohy.

Nejlepsi t¢astnici Skolniho kola budou pozvani do krajského kola. Tam
budou béhem c¢tyf hodin samostatné fesit ¢tyii tlohy. Podle rozhodnuti
Ustedni komise MO z bfezna 2011 nebudou od skolniho roku 2011,/2012



v klauzurnich kolech MO povoleny kalkulacky, notebooky ani zadné jiné
elektronické pomucky. O poradi v krajskych kolech soutéze rozhoduje sou-
¢et bodu ziskanych za jednotlivé tlohy, a to 0 az 6 bodt za kazdou z nich.
Bodové hranice k urceni tispésnych fesitelti a ispésnych acastniktt budou
stanoveny centralné po vyhodnoceni statistik bodovych vysledku ze vsech
krajti. Podrobnéjsi pravidla pro vyhodnocovani krajskych kol najdete na
http://www.math.muni.cz/mo.

V kategorii A budou jesté nejlepsi Fesitelé krajského kola z celé repub-
liky soutézit v ustFfednim kole, a to za podminek podobnych jako na me-
zinarodni matematické olympiadé, kde béhem soutéZe lze pouzivat pouze
psaci a rysovaci potieby. Pravé pro ni se z vitézu ustfedniho kola vybere
druzstvo Ceské republiky.

Prubéh soutéze v kategorii P: Ve skolnim kole fesite do 15. 11. 2015 jen
¢tyfi tlohy uvedené v tomto letaku. ReSeni nebudete odevzdévat ve gkole,
ale odeslete ho pres webové rozhrani podle pokynii uvedenych u tloh.

V kategorii P se nekona klauzurni ¢ast Skolniho kola, takze tispésni
fesitelé domacich tloh budou pozvani pfimo do krajského kola. Stejné
jako v kategorii A se i v kategorii P koné tstfedni kolo, jehoz vitézové se
zucastni kazdoro¢ni mezinarodni olympiady v informatice.

Terminy soutéznich kol 65. ro¢niku MO jsou stanoveny takto:

1. kolo II. kolo III. kolo
(8kolni ¢ast) (krajské) (Gstfedni)
Kategorie A 8.12. 2015 12.1. 2016 3.4-6.4. 2016
Kategorie B, C 21.1. 2016 12.4. 2016 —
Kategorie P — 19.1. 2016 6.4.-9.4. 2016

MO poiadaji Ministerstvo skolstvi, mlddeZe a télovjchovy CR, Jednota
ceskijch matematiki a fyziki a Matematicky ustav Akademie véd Ceské
republiky. Soutéz organizuje ustiedni komise MO a v krajich ji ¥idi kraj-
ské komise MO pii pobockach JCMF. Na jednotlivych gkolach ji zajistuji
povéfeni ucitelé matematiky, na které se muizete s otazkami kolem MO
kdykoli obracet.

ReSeni sout&Znich tloh vypracujte &itelnd na listy formatu A4. Kazdou
tilohu zaénéte na novém listé a uvedte vlevo nahofe zahlavi podle vzoru:

Karel Smutny

2. D, gymnézium

Kulaté nam. 9, 62979 Luzany
B-1-4

Posledni tdaj je oznaceni tlohy podle tohoto letdku. Znéni iloh ne-
musite opisovat. Nevejde-li se vam FeSeni na jeden list, uvedte na dalsich
listech vlevo nahofe své jméno a oznaceni tlohy a o¢islujte stranky. ReSeni
piste jako vyklad, v kterém jsou uvedeny vSechny podstatné tvahy tak,
aby bylo moZno sledovat vas myslenkovy postup.



Kategorie A

. V kazdé ze ¢ty mistnosti je nékolik pfedmétii. Necht n = 2 je piirozené
¢islo. Jednu n-tinu predmétii z prvni mistnosti preneseme do mistnosti
druhé. Néasledné jednu n-tinu (z nového poctu) predméti pieneseme
z druhé mistnosti do treti. Podobné pak ze tfeti mistnosti do ¢tvrté
a ze Gtvrté do prvni. (Vzdy pfitom pfendsime celé pfedméty.) Vite-
-li, Zze na konci byl v kazdé mistnosti stejny pocet pfedmétii, urcete,
kolik nejméné predmétt mohlo byt na zac¢atku ve druhé mistnosti. Pro
ktera n se tak muzZe stat? (Vojtech Balint, Michal Rolinek)

. Naleznéte nejmensi realné ¢islo m, pro néz lze najit redlna cisla a, b
tak, aby nerovnost
|22 +ax + b <m

platila pro kazdé = € (0,2). (Leo Bocek)

. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC s pfeponou AB a delsi odvés-
nou BC. Necht D je pata vysky z vrcholu C. Kruznice k se stfedem D
a polomérem CD protind odvésnu BC v bodé @ a déle pfimku AB
v bodech E a F (E # F), kde F je bodem pifepony AB. Usecka QE
protina odvésnu AC v bodé P. Dokaizte, ze |PE| = |QF].

(Jaroslav Svréek)

. Nela s Janou zvoli pfirozené ¢islo k£ a nasledné hraji hru s tabulkou
o rozmeérech 9 x 9. Zacinajici Nela pokazdé svym tahem vybere jedno
prazdné policko a vepiSe do néj nulu. Zato Jana ve svém tahu do né-
jakého prazdného policka napiSe jednicku. Navic po kazdém tahu Nely
nasleduje k tahti Jany. Pokud se kdykoli béhem hry stane, ze soucet
¢isel v kazdém radku i v kazdém sloupci je lichy, vitézi Jana. Pokud
divky vyplni celou tabulku, aniz by se tak stalo, vitézi Nela. Naleznéte
nejmensi hodnotu k, pro niz ma Jana vitéznou strategii.

(Michal Rolinek)

. Je déan trojuhelnik ABC s nejkratsi stranou BC'. Na stranach AB, AC
a na poloprimkach opacénych k poloptimkam BC', C'B zvolme postupné
body X, Y, K, L tak, aby platilo |BX| = |BK| = |BC| = |CY| =

= |CL|. Pfimky KX a LY se protinaji v bodé M. Dokazte, 7Ze t&zisté
trojuhelniku K LM splyva se stfedem kruznice vepsané trojihelniku
ABC. (Tomds Jurik)
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6. Na tabuli je napsan soucin
1-2-3-...-n.
Pro ktera pfirozend ¢isla n 2 2 je mozno za nékteré z ¢initeld dopsat

vykti¢nik, a nahradit je tak jejich faktoridly, aby vysledny souc¢in byl
roven druhé mocniné pfirozeného éisla? (Michal Rolinek)



Kategorie B

. Pro pfirozené d¢isla k, [, m plati

k+m+klm 2051

Im+1 404~
Uréete vSechny mozné hodnoty soucinu klm. (Ales Kobza)
. Do ¢tvercové tabulky 11 x 11 jsme vepsali pfirozena c¢isla 1,2,...,121

postupné po fadcich zleva doprava a shora dolii. Ctvercovou desti¢kou
4 x 4 jsme vSemi moznymi zpisoby zakryli préavé 16 policek. Kolikrat
byl soucet zakrytych 16 ¢isel druhou mocninou celého ¢isla?

(Vojtech Balint, Tomd§ Jurik)

. V pravouhlém trojuhelniku ABC' s pfeponou AB a odvésnami délek
|AC| = 4cm a |BC| = 3cm lezi navzajem se dotykajici kruznice
k1(S1;7m1) a ko(S2;72) tak, ze kq se dotykd stran AB a AC, zatimco ko
se dotyka stran AB a BC'. Urcete nejmensi a nejvétsi moznou hodnotu
poloméru rs. (Pavel Novotng)

. Pocet vSech sudych déliteli nékterého prirozeného ¢isla je o 3 vétsi
nez pocet vsech jeho lichych délitelt. Jaky je podil souctu vsSech jeho
sudych délitelt a souctu vSech jeho lichych déliteli? Najdéte vSechny
mozné odpovédi. (Erika Novotnd)

. Vrcholy konvexniho Sestitthelniku ABC DEF lezi na kruznici, pfi¢emz
|AB| = |CD|. Use¢ky AE a CF se protinaji v bodé G a tsecky BE
a DF se protinaji v bodé H. Dokazte, Ze usecky GH, AD a BC jsou
navzajem rovnobézné. (Sdrka Gergelitsovd)

. Kladné realné ¢isla a, b, ¢ jsou takovéa, ze hodnoty

2a2 2h? 2¢2

“bhte 5= c+a’ 6 = a+b

r1=a, To=>b, x3=0c, T4
jsou navzajem ruzné. ZapisSme je od nejmensi po nejvetsi:
T < Tjy < Tijy < Ty < Ty < Tig-

Zjistéte, kolik riznych pofadi (i1, 12, ...,1¢) indexii 1 az 6 mizeme do-
stat, kdyz budeme rizné volit ¢isla a, b, c. (Jaromir Simsa)



Kategorie C

. Najdéte vSechny mozné hodnoty soucinu prvocisel p, q, r, pro kterad
plati
> — (g +7)? =637

(Vojtech Bdlint, Jaromir Simsa)

. Urcete, kolika zpisoby lze k jednotlivym vrcholim dané krychle
ABCDEFGH pripsat ¢isla 1, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4 tak, aby soudin ¢isel
pripsanych libovolnym tfem vrcholim kazdé ze stén krychle byl sudy.

(Jaroslav Svréek)

. Uvazujme vyraz
222 + % — 2wy + 2x + 4.

a) Najdéte vSechna redlnd ¢isla x a y, pro néz dany vyraz nabyva své
nejmensi hodnoty.

b) Urcete v8echny dvojice celych nezapornych ¢isel = a y, pro které je
hodnota daného vyrazu rovna ¢islu 16. (Ales Kobza)

. Uvnitf stran AB, AC daného trojuhelniku ABC' jsou zvoleny po fadé
body E, F, pticemz EF || BC. Use¢ka EF je pak rozdélena bodem D
tak, ze plati

p=|ED|:|DF|=|BE|: |EA|.

a) Ukazte, Ze pomér obsaht trojihelnikt ABC a ABD jeprop=2:3
stejny jako pro p =3 : 2.

b) Zdivodnéte, pro¢ pomér obsahii trojihelniki ABC a ABD mé
hodnotu nejméné 4. (Vojtéch Zddnik)

. Mame karticky s ¢éisly 5,6,7,...,55 (na kazdé karticce je jedno ¢islo).
Kolik nejvyse karticek miizeme vybrat tak, aby soucet ¢isel na zadnych
dvou vybranych kartickach nebyl palindrom? (Palindrom je éislo, které
je stejné pri ¢teni zleva doprava i zprava doleva.) (Tomds Jurik)

. Je ddna kruznice k1 (A;4 cm), jeji bod B a kruznice k2 (B;2cm). Bod C
je stfedem tisecky AB a bod K je stfedem tisecky AC. Vypoctéte obsah
pravothlého trojuhelniku K LM, jehoz vrchol L je jeden z priseciki
kruznic k1, ko a jehoZz prepona K M lezi na pfimce AB.

(Sdrka Gergelitsovd)



KATEGORIE P

Ulohy P-I-1 a P-I-2 jsou praktické, vasim tkolem v nich je vytvofit a odla-
dit efektivni program v jazyce Pascal, C nebo C++. Refeni téchto dvou tloh ode-
vzdavejte ve formé zdrojového kédu pres webové rozhrani pristupné na strance http:
//mo.mff.cuni.cz/submit/, kde také naleznete dalsi informace. Odevzdana feseni budou
automaticky vyhodnocena pomoci ptipravenych vstupnich dat a vysledky vyhodnoceni
se dozvite kratce po odevzdani. Pokud vas program neziskd plny pocet 10 bod, mizete
své TeSeni opravit a znovu odevzdat.

Ulohy P-1-3 a P-1-4 jsou teoretické. V tlloze P-1-3 je vasim tikolem nalézt efektivni
algoritmus fesici zadany problém. Reseni tlohy se sklada z popisu navrzeného algoritmu,
zdtivodnéni jeho spravnosti (funkénosti) a také odhadu ¢asové a pamétové slozitosti.
Soucasti feseni ulohy P-I-3 je i zapis navrzeného algoritmu ve formé zdrojového kédu
nebo pseudokdédu.

Reseni tilohy P-1-4 bude vypadat podobng, miizete v ném navic vyuzivat operace se
sufixovymi stromy, aniz byste se sami starali o jejich implementaci. Potfebné informace
o sufixovych stromech a pokyny, jak je mate ve svych programech pouzivat, najedete
v pfipojeném studijnim textu. Reseni obou teoretickych tloh odevzdavejte ve formé
souboru typu PDF pres vysSe uvedené webové rozhrani.

Reseni vSech tiloh miizete odevzdavat do 15. listopadu 2015. Opravena FeSeni a se-
znam postupujicich do krajského kola najdete na webovych strankach olympiady na
adrese http://mo.mff.cuni.cz/, kde jsou také k dispozici dalsi informace o kategorii P.

P-I-1 Hotel

Arabsky Sejk Ali si postavil nejvyssi hotel na svété. Hotel ma p po-
schodi, ktera jsou ocislovana od 1 do p. V kazdém poschodi je n pokoji.
Vsechny pokoje jsou jednolizkové, tzn. do kazdého pokoje lze ubytovat
jen jednoho hosta.

Kdyz Ali hotel dostavél a zacal ubytovavat hosty, zjistil, Ze ma problém
s vytahy. V kazdém vytahu bylo nainstalovano p 4 1 tlacitek — jedno pro
pfizemi a po jednom pro kazdé poschodi. Jelikoz ale p bylo hodné velké,
tlacitka pokryvala celou sténu vytahu. To by samo o sobé az tak nevadilo.
Horsi vsak bylo, ze hosté nizsiho vzristu ¢asto nedoséhli na tlac¢itko svého
poschodi.

Aby tomu Ali zabréanil, vydal nafizeni: kdyz na recepci ubytovavaji
hosta, musi odhadnout, jak je vysoky, a ubytovat ho v takovém poschodi,
kam jesté host dokaze ve vytahu dosahnout.

SoutéZni dloha. Na vstupu jsou zadéna ¢isla p a n popisujici hotel. Po-
stupné prijde h hostii, ktefi se chtéji ubytovat. Hosta s ¢islem ¢ mtzete uby-
tovat pouze na nékterém z poschodi 1 az v;. Hosty musite ubytovavat v tom
pofadi, v jakém ptichézeji (tzn. v jakém jsou uvedeni na vstupu). Kolik nej-
vyse hostt dokazete ubytovat, drive nez budete nuceni nékoho poslat pryc?

Formdt vstupu a vystupu: Na prvnim fadku vstupu jsou cisla p, n a h.
Na druhém tadku jsou postupné ¢isla vy, ..., vp.

Na prvni fadek vystupu vypiste nejvétsi k takové, ze existuje zpisob,
jak ubytovat prvnich k hostid ze vstupu.



Na druhy rfadek vypiste £ mezerami oddélenych celych ¢isel — disla
poschodi, na nichz jednotlivé hosty ubytujeme (v tom potadi, v jakém
jsou uvedeni na vstupu). Pokud existuje vice moznych feSeni, vypiste jedno
libovolné z nich.

Omezeni a hodnoceni

Reseni bude testovano s 10 sadami vstupnich dat. Za kazdy testovaci
vstup muzete ziskat 1 bod.

Pocet poschodi ve vstupnich sadach 1, 3, 5, 7 a 9 je postupné p = 10,
p =1000, p=10000, p = 50000 a p = 100 000. Ve vSech téchto vstupech
plati n = 1.

V testu s ¢islem 2k je pocet poschodi stejny jako v testu s Cislem 2k —1,
pro podet pokoji na poschodi ale plati 2 < n < 10.

Vzdy plati 0 £ h < pn a pro kazdé ¢ plati 1 < v; < p.

Priklad
Vstup: Vystup:
10 1 8 6
319473410 216473

Hotel ma 10 poschodi a v kazdém 1 pokoj. Postupné prijde 8 hostii.
Dokazeme ubytovat prvnich 6 z nich, a to napriklad vyse uvedenym zpiiso-
bem. Vsimneéte si, ze pii pfichodu sedmého hosta jsou uz obsazeny vSechny
pokoje, v nichz se tento host miize ubytovat.

P-I-2 Zabka

Zabka Sandyna rada skd¢e po kamenech v rybniku. V rybniku jich
je celkem n a jsou ocislovany od 1 do n. Kameny jsou malé, takze si je
predstavime jako body. Kdmen s ¢islem 4 lezi na souradnicich (x;,y;).

Sandyna dnes doskékala z kamene ¢islo 1 na kadmen é&islo n. Cestou
mohla nékteré kameny (véetnd kamenti 1 a n) navstivit i vicekrat. Sandyna
dokaze skocit libovolné daleko. Skakani ji ale unavuje, a tak kazdy jeji skok
kromé prvniho je vZdy (ostfe) kratsi nez skok bezprostiedné predchazejici.

v 2

Soutézni uloha. Pro dané polohy kament spocitejte, kolik nejvyse skoku
mohla Sandyna provést béhem své cesty z kamene 1 na kdmen n.

Formdt vstupu a vystupu: Na prvnim fadku vstupu je zadan pocet ka-
ment n. Na i-tém z néasledujicich n fadki jsou uvedeny souradnice kamene
¢islo 7. Jediny fadek vystupu obsahuje jedno celé ¢islo — maximéalni mozny
pocet skokt.

Omezeni a hodnocent
Reseni bude testovano s 10 sadami vstupnich dat. Za kazdy testovaci
vstup muzete ziskat 1 bod.
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V jednotlivych vstupnich sadach je maximalni hodnota n nésledujici:
2, 3,7, 18, 50, 100, 200, 1 000, 2000, 3 000.

Vsechny soufadnice jsou z rozsahu od 0 do 10° véetn&. V prvnich péti
testovacich vstupech dokonce zadn4 soufadnice nepfekroéi hodnotu 10%.

Priklad
Vstup: Vystup:
7

W wWw wowou oo
O W wo

2
Jedna optimalni posloupnost 7 skokt vypada takto:

1-3—25—-1—-6—>5—4—6

Tyto skoky maji postupné délky:

2V/17>vV29>5>V10>3>2>1

P-I-3 Razeni kamenu

Na pocitaci budeme hrat jednoduchou logickou hru. Do kruhu je roz-
lozeno n hracich kamenti oznacenych ¢isly od 1 do n. Ukolem hrace je tyto
kameny prerovnat tak, aby byly uspofadany podle svych ¢isel. To zname-
na, ze kdyz vyjdeme z hraciho kamene ¢islo 1 a piijdeme ve sméru pohybu
hodinovych rucicek, postupné navstivime kameny s ¢isly 2,3,...,n.

Hra¢ mize ménit poradi kameni jedinym zpusobem: Kdyz na néktery
kédmen klikne, tento kdmen se pfesune po obvodu kruhu o k pozic proti
sméru pohybu hodinovych rucicek. Vzajemné poradi ostatnich kamenti se
pritom nezméni.

Na obrazku vidite priklad platného tahu pro k = 2. V situaci vlevo
klikneme na kamen s ¢islem 5.
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v 2

Soutézni uloha. Na vstupu jsou zadéna ¢isla n, k a seznam ¢isel vSech
hracich kament v tom poradi, v jakém po sobé nasleduji na obvodu kruhu
pfi pohybu ve sméru hodinovych rucicek. Muzete predpokladat, ze k €
€{1,2,3}azen>k+1.

Napiste program, ktery zjisti, zde 1ze v zadané pozici hru vyhrat —
tedy zda existuje takova posloupnost taht, kterd kameny spravné seradi.

Hodnoceni

Za program fungujici pro n £ 10 muZete ziskat az 4 body.

Za program fungujici pro n < 1000 dostanete az 8 bod.

Vzorové 10-bodové feseni by na bézném pocitacéi do sekundy vytesilo
libovolny vstup s n < 100 000.

Dilezitou soucasti libovolného efektivniho feseni je dikaz jeho sprdv-
nosti.

Césteéné bodové hodnoceni dostanete i za FeSeni, které bude fungovat
jen pro nékteré hodnoty k.

Priklady
Vstup: Vystup:
71 ano

6712543

Napriklad dvakrat po sobé klikneme na kamen s ¢islem 3 a potom
jednou na kamen s cislem 4.

Vstup: Vystup:
5 2 ne
14325

Vstup: Vystup:
53 ano
14325

Napriklad klikneme na kamen s c¢islem 3 a potom dvakrat po sobé na
kamen cislo 4.

P-I-4 Sufixové stromy

K této tloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stra-
nach. Doporucujeme vam nejprve prostudovat studijni text a az potom se
vratit k samotnym soutéznim tloham. Jednotlivé podilohy spolu nesou-
visi, miizete je Fesit v libovolném poradi.

Souté&zni tiloha. Ukol A (2 body): V proménné strom je ulozen sufixovy
strom néjakého neznamého Fetézce. NapiSte co nejefektivnéjsi program,
ktery zjisti, kolik navzdjem rizngch pismen tento fetézec obsahuje.
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Priklad: Pokud se jedné o fetézec program, spravnou odpovédi bude
¢islo 6.

Ukol B (4 body): Na vstupu je dan fetézec S. Napiste program, ktery
s optimalni ¢asovou slozitosti najde (jeden libovolny) nejdelsi podfeté-
zec T, jenz se v S vyskytuje asponn dvakrat. Vyskyty 7" v S se mohou
Castecné prekryvat.

Priklady: Pro S = rokoko je fesenim T = oko. Pro S = program je
feSenim 7' = r. Pro S = pes je fesenim prazdny fetézec T.

Ukol C (4 body): Na vstupu je dan fetézec S. NapiSte program, ktery
s optimalni ¢asovou slozitosti spocita, kolik ma S navzajem raznych pod-
Tetézci.

Priklad: Pro S = rokoko je spravnou odpovédi ¢islo 15. V abecednim
poradi to jsou nasledujici podfetézce: k, ko, kok, koko, o, ok, oko, okok,
okoko, r, ro, rok, roko, rokok rokoko. (Né&které z nich se v S vyskytuji
vicekrat.)

Studijni text

V tomto studijnim textu se sezndmime s jednou uzite¢nou datovou
strukturou pro préaci se znakovymi fetézci: sufizovym stromem. Dozvite
se, jak tento strom vypadd. Nedozvite se, jak takovy strom efektivné se-
strojit — ale to p¥i FeSeni soutéznich tloh nebudete potiebovat. Uplné vam
bude stacit, kdyz dokazete tento strom pouzit jako ndstroj pti navrhu no-
vych algoritmi.

Drive, nez se dostaneme k samotnym sufixovym stromtm, zavedeme si
nékteré uzitecné pojmy.

Abeceda

Vstupem vsech soutéznich tloh budou znakové fetézce tvorené malymi
pismeny anglické abecedy. Kromé nich se ndm obcas bude hodit pouzit
pracovné i nékteré dalsi symboly. Budeme ale predpokladat, ze vSechny
pouzité znaky maji ASCII hodnoty z rozmezi od 33 do 126. Velikost abe-
cedy proto mizeme povazovat za konstantni a nebudeme ji uvazovat pfi
odhadech ¢asové slozitosti.

Pismenkovy strom
Pismenkovy strom (anglicky trie) je jednoduché datova struktura, kte-
rou muzeme pouzit pro ulozeni mnoziny fetézct. Je to zakofenény strom,
v némz plati:
> Kazda hrana ma prifazeno jedno pismeno.
> Pro kazdy vrchol plati, Ze z ného vedouci hrany maji navzdjem rtizna
pismena.
> Neékteré vrcholy jsou oznaceny.
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Kazdému vrcholu v pismenkovém stromu odpovida fetézec tvoreny po-
sloupnosti pismen, kterd pfecteme na hranach stromu cestou z kotfene do
dotycného vrcholu. Pismenkovy strom predstavuje mnozinu téch fetézci,

které odpovidaji oznacenym vrcholim.

Pismenkovy strom reprezentujici danou mnozinu re-
tézcll dokadzeme snadno sestrojit v Case primo tmér-
ném souctu jejich délek. Zacneme s prazdnym stromem,
ktery je tvofen pouze neoznacenym koifenem. Postupné
do stromu ptiddvame jednotlivé fetézce. Pfidani jednoho
fetézce vypada tak, ze se z kofene stromu vydame dola
po cesté, kterda je urcena znaky tvoricimi fetézec. Né-
kolik nagich prvnich krokti miize vést pres jiz existujici
vrcholy, nasledné budeme nuceni nékolik novych vrcholi
a hran do stromu pridat. Nakonec jeSté oznacime ten
vrchol, v némz jsme nasi cestu zakon¢ili.

Komprimovany pismenkovy strom

Pismenkovy strom c¢asto zabira zbyteéné mnoho pa-
méti. V kazdém vrcholu v si totiz musime pamatovat
pro kazdé pismeno x abecedy, zda a kam vede z v hrana
oznacend x. ZlepSeni lze dosdhnout kompresi hran. Jed-
noduse vynechame ty vrcholy, kde se nic nedéje — tedy
neoznacené vrcholy, v nichz se pismenkovy strom nevét-

Pismenkovy
strom predsta-
vujici mnozinu
fetézch {ja,
jama, juh, pes}.
Oznacené vr-
choly jsou znéa-
zornény dvoji-
tym krouzkem.

vi. V komprimovaném pismenkovém stromu tedy plati, ze kazda hrana ma
prifazen neprazdny retézec. Nasledné pro kazdy vrchol plati, Ze hrany z néj

vedouci maji navzajem riznéd prvn? pismena.

Komprimovanou verzi pismenkového stromu dokazeme
sestrojit podobné jako tu piivodni, jenom implementace je
o néco slozitéjsi. Kdybychom napfiklad do stromu na ob-
razku chtéli pridat novy fetézec pluh, museli bychom sou-
¢asnou hranu oznacenou pes rozdélit novym vrcholem v
na dvé kratsi: hranu oznacenou p vedouci z kofene do v,
a hranu oznacenou es vedouci z v dale. Nasledné bychom
z v pridali druhou hranu oznacenou luh.

Prefizy, sufixy a podretézce

Ve vice tlohéach se budeme zabyvat podfetézci daného
fetézce. Slovem podretézec budeme vzdy rozumét souvisly
podretézec, tedy tisek po sobé nésledujicich pismen v pt-
vodnim fetézci. Tedy napriklad fetézec ace neni podfetéz-
cem Tetézce abcde.
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Podrfetézce za¢inajici na zacatku fetézce nazyvame prefizy a podietézce
konéici na jeho konci nazyvame sufizy. Napiiklad fetézec abcde mé sufixy
abcde, bede, cde, de a e. (N&kdy za sufix povazujeme i prazdny fetézec —
tedy sufix nulové délky.)

Vsimnéte si uziteéné vlastnosti: at si zvolime jakykoliv podretézec da-
ného Fetézce, vzdy existuje sufix, ktery timto podfetézcem zacina. Napti-
klad mame-li fetézec abcde a zvolime si podfetézec bc, pak se jedna o sufix
bcde.

K ¢emu je toto pozorovani dobré? Rika nam, Ze kdyZ zndme né&jakou
informaci o sufixech daného fetézce, miuZeme z ni ¢asto snadno odvodit
obdobnou informaci o libovolném jeho podfetézci. Zatimco pocet podie-
tézcl zavisi na délce daného fetézce kvadraticky, pocet jeho sufixti je jen
linearni, takze je dokdzeme zpracovat efektivnéji.

Na tomto pozorovani je zalozend hlavni datova struktura, kterou si
v tomto studijnim textu ukazeme.

Sufizxovy strom

Sufixovy strom odpovidajici fetézci S je komprimovany pismenkovy
strom obsahujici mnozinu vSech neprazdnych sufixi fetézce S.

Napriklad sufixovy strom odpovidajici fetézci abcde je vlastné kom-
primovany pismenkovy strom obsahujici fetézce abcde, bede, cde, de a e.

Kdybychom chtéli sufixovy strom daného n-znakového fetézce sestrojit
piimo podle nasi definice, potfebovali bychom na to ©(n?) krokt: postupné
po jednom bychom do néj vkladali vSechny sufixy, jejichZz soucet délek je
n(n+1)/2.

Vsimnéte si ale, Ze vysledny strom ma nejvyse n listt (jeden pro kazdy
sufix). M4 tedy jenom O(n) vrcholi a také pouze O(n) hran. Zd4 se proto,
ze bychom ho mohli sestrojit i v lepsim case nez kvadratickém. Skutecné
existuji sikovné algoritmy, které k danému fetézci postavi jeho sufixovy
strom dokonce v ¢ase ©(n). Tyto algoritmy ovSem svou ndroc¢nosti pfesa-
huji rdmec tohoto textu a nebudeme se jimi zde zabyvat.

Vlevo sufixovy strom pro fetézec ananas, vpravo pro fetézec kalika.
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Sufizovy strom se zardzZkou

Sufixovy strom pro fetézec ananas mél jednu péknou vlastnost: kaz-
dému sufixu odpovidal jeden z listd tohoto stromu. Sufixovy strom pro
fetézec kalika tuto vlastnost nemél, jelikoz tieba sufix a je prefixem su-
fixu alika.

Tomu vSak mizeme snadno pomoci: namisto Fetézce kalika sestro-
jime sufixovy strom pro fetézec kalika# (pfi¢emz obecné # pfedstavuje
libovolny symbol, ktery se v ptivodnim Fetézci nevyskytuje). V novém su-
fixovém stromu uz skuteéné kazdy sufix odpovida jinému listu, nebot po
pridani ,zarazky“ # na konec Fetézce uz zjevné nemuze byt jeden sufix
prefixem jiného.

Detaily reprezentace sufizového stromu v paméti
Nez se pustime do feSeni soutéznich tloh, musime se jesté domluvit na
nékterych technickych detailech.
> Sufixovy strom je objekt. Obsahuje proménnou retezec, v niz je ulo-
zen znakovy fetézec, jehoz sufixy jsou ulozeny ve stromu. Déle obsa-
huje proménnou koren, ktera predstavuje ukazatel na kofen samotného
stromu.
> Kazdy vrchol stromu je objekt, ktery obsahuje tfi proménné:
D> proménnou data, do niz si mizete ukladat tidaje libovolného typu
(tento typ si muzete sami zvolit, jak potfebujete)
p> proménnou deti, coZ je pole indexované pismeny (prvnim pisme-
nem Fetézce pfifazeného hrang). Kazdy prvek tohoto pole obsahuje
ukazatel na prislusnou hranu. Pokud takova hrana neexistuje, je
prislusny ukazatel nulovy.
D> promeénnou konec, v niZ je uloZena hodnota true nebo false podle
toho, zda tu konc¢i néjaky sufix
> Kazda hrana stromu je také objekt. Obsahuje tfi proménné: ciselné
proménné od a do a ukazatel na vrchol kam. Proménnd kam ukazuje
na vrchol, do ného# hrana vede. Ciselné proménné Fikaji, Ze fetézec
piifazeny této hrané je podfetézec piivodniho Fetézce (toho, ktery je
uloZen v proménné retezec pro cely strom) tvofeny znaky na pozicich
od az do-1 vcetné.
(Pro¢ jsme pouzili proménné od a do misto toho, abychom pro kazdou
hranu pfimo ulozili jeji fetézec? Rozmyslete si, ze kdybychom dotycné
Tetézce zapisovali pfimo, potfebovali bychom na ulozeni stromu v nej-
hor§im mozném piipadé kvadraticky mnoho paméti.)
> Ve svych feSenich muzete pouzivat funkci vytvor_strom(r), které pie-
date jako jediny parametr Fetézec r, jehoZ sufixovy strom chcete sestro-
jit. Funkce tento strom (v linedrnim ¢ase vzhledem k délce zadaného
Fetézce) postavi a vrati ho jako névratovou hodnotu.
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Rozsiteny sufixovy strom

Obcas potfebujeme sufixovy strom pro vice nez jeden fetézec. Mame
napiiklad fetézce A a B a chceme sestrojit strom, ktery bude obsahovat
sufixy fetézce A i sufixy fetézce B.

K tomu staci sikovné vyuzit funkci vytvor_strom. Na vstup ji piedlo-
Zime Fetézec A#B#, kde # (,zardzka“) je novy znak nevyskytujici se ani v A,
ani v B. Ve stromu, ktery takto ziskdme, budeme ignorovat (nebo dokonce
smazeme) vSechno, co se nachdzi pod néjakym vyskytem znaku #.

Naptiklad mame-li fetézce macka a pes, sestrojime sufixovy strom pro
Fetézec macka#pes#. V tomto stromu bude ulozen tieba sufix es# (odpovi-
dajici sufixu es Fetézce pes), ale také sufix cka#pes# (odpovidajici sufixu
cka Fetézce macka).

Nékdy je navic uzitecné pouzit navzajem razné zarazky. Kdyz sestro-
jime sufixovy strom pro retézec macka$pes#, mizeme pak rozlisit, zda sufix
patfi prvnimu nebo druhému fetézci podle toho, na kterou zarazku diive
narazime pri jeho ¢teni.

Priklad 1

Uloha: Na vstupu je zadan dlouhy fetézec T. Poté bude piichéazet
mnoho dalSich Fetézcti. O kazdém z nich zjistéte, zda se v T nachéazi jako
podretézec.

Reseni: Sestrojime si sufixovy strom pro T. Nasledn& pro kazdy fe-
tézec S zacneme v kofeni stromu a snazime se sestupovat dold cestou,
ktera odpovida fetézci S. Kdyz se nam to podari, fetézec S se v T nachézi.
Kdyz nékde cestou uvazneme a nemtzeme pokracovat dale, nastal opaény
pripad.

Kazdy tetézec takto zpracujeme v case linedrnim vzhledem k jeho
délce.

def zjisti_zda_se_nachazi(strom, slovo):
’?? Zjisti, zda se fetézec "slovo" nachazi v retézci T,
jehoz sufixovy strom je "strom". ’’’

kde = strom.koren # zalneme v kofeni stromu
i=0 # zpracujeme i-té pismeno fetézce "slovo"
while i < len(slovo):
# Zkontrolujeme, zda z aktudlniho vrcholu vede hrana
# pro spravné pismeno.
if slovo[i] not in kde.deti: return False
hrana = kde.deti[ slovol[i] ]

# Pokud vede, zkontrolujeme, zda je celyj text hrany spravny.
delka = min( hrana.do - hrana.od, len(slovo) - i )
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text_hrana = strom.retezec[ hrana.od : hrana.od + delka ]
text_slovo = slovo[ i : i+delka ]
if text_hrana != text_slovo: return False

# Kdyz text odpovidal, posuneme se o vrchol niZe.
i += delka
kde = hrana.kam
return True

T = input()
strom = vytvor_strom(T)

Q = int( input() ) # Polet otazek
for q in range(Q):
slovo = input() # Pre&teme otazku

print( zjisti_zda_se_nachazi( strom, slovo ) )

Priklad 2

Uloha: Na vstupu je zadan dlouhy fetézec T. Poté bude piichazet
mnoho dalsich Fetézci. O kazdém z nich zjistéte, kolikrdt se v T nachazi
jako podfetézec.

Reseni: Upravime pfedchozi feseni. A% sestrojime strom, rekurzivné ho
projdeme a v kazdém vrcholu si spocitdme, kolik sufixti pod nim koncéi —
tedy kolik vrchol pod nim (v€etné jeho samotného) mé proménnou konec
nastavenu na true.

Rozmyslete si, Ze mame-1i v nasem sufixovém stromu vrchol r odpovida-
jici fetézci R, potom kazdy konec sufixu v podstromu s kofenem r odpovida
jednomu vyskytu Fetézce R v ptivodnim textu. Namisto true/false tedy na
zadanou otdzku odpovime nasi spocitanou hodnotou.

V nésledujicim vypisu programu uvadime jen ty ¢asti, v nichz se lisi
od predchézejiciho.

def spocitej_konce(kde):
kde.data = 0
if kde.konec:
kde.data = 1
for x in kde.deti:
kde.data += spocitej_konce( kde.detil[x].kam )
return kde.data

def kolikrat_se_nachazi(strom,slovo):

’?? zjisti, kolikrat se retézec "slovo" nachazi v fetézci T,
jehoz sufixovy strom je "strom" ’’’
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if slovo[i] not in kde.deti: return 0
# ...

if text_hrana != text_slovo: return O
# ...
return kde.data

T = input()
strom = vytvor_strom(T)
spocitej_konce( strom.koren ) # <--- pfed zpracovanim otézek
# jednou spocitame odpovédi
Q = int( input() ) # Polet otazek
for q in range(Q):
slovo = input() # PreCteme otédzku

print ( kolikrat_se_nachazi( strom, slovo ) )
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